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2.4. Sudétingesni dvejetainiai medziai

Siame skirsnyje nagrinésime sudétingesnius dvejetainius medzius. Pagrin-
dinis dvejetainio paieskos medzio trukumas yra tas, kad blogiausiu atveju
jis gali virsti tiesiniu sarasu. Tada duomeny jterpimo, Salinimo ir paieskos
veiksmai tampa labai neefektyviais, jy sudétingumas yra proporcingas me-
dzio virsuniy skaic¢iui. Parodysime, kaip $i problema sprendziama naudojant
AVL medzius ir piramidés duomeny struktura.

2.4.1. AVL paieskos medis

Tai i$ dalies subalansuotas dvejetainis paieskos medis, kurio bet kurios
virsunés kairiojo ir desiniojo pomedziy auksciai gali skirtis ne daugiau nei
vienetu. Jis vadinamas AVL medziu pagal ji sukurusiy matematiky G.
Adelson—Velskio ir E. Landi pavardes. Tokiame medyje elemento paieskos,
naujos virsuneés jterpimo ar pasalinimo sudétingumas yra tik O(log N) veiks-
my. AVL medziy pavyzdziai yra pateikti 2.21 paveiksle, prie kiekvienos
virsuneés nurodytas jos subalansuotumo faktorius.

Sis faktorius gali buti lygus —1,0 arba 1. Reikémé —1 yra suteikiama
tada, kai kairiojo pomedzio aukstis didesnis vienetu uz desiniojo pomedzio
auksti, ji lygi 0, kai pomedziai yra subalansuoti, ir lygi 1, kai desiniojo
pomedzio aukstis yra vienetu didesnis uz kairiojo pomedzio aukstj. Jeigu
Po naujos virsunés jterpimo ar pasalinimo Sis faktorius tampa lygus —2 arba
2, tada papildomai balansuojame dvejetainj medj.

2.21 pav. Dvejetainiai paieskos medziai: a) AVL medis, b) tai néra AVL medis,
nes 17 virsunés kairiojo pomedzio aukstis yra lygus 2, o desiniojo pomedzio aukstis
yra 0, taigi ju skirtumas yra -2.
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Realizuodami AVL medj modifikuojame dvejetainio medzio elementg,
jame papildomai saugome informacija apie virsunés subalansuotumo fakto-
riy:

struct nodeAVL{

T data;

node* left;

node* right;

int balance;

}

Paieskos algoritmo sudétingumas

Ivertinsime paieskos algoritmo AVL medyje sudétingumg. Tarkime, kad
saugome N elementy. Aisku, kad AVL medzio aukstis yra nedidesnis uz
nesubalansuoto dvejetainio paieskos medzio aukstj, todél vidutinis paieskos
sudétingumas yra O(log N).

Dabar nagrinékime blogiausiojo atvejo AVL medzio aukstj, kurj zymeési-
me hy(NV). Kadangi AVL medzio aukstis yra nemazesnis uz pilnai subalan-
suoto medzio aukstj, tai teisingas toks jvertis

hp(N) > log N .

Labiausiai iSbalansuoto AVL medzio kiekvienos virsunés kairiojo (arba de-
siniojo) pomedzio aukstis yra vienetu didesnis uz deSiniojo (atitinkamai,
kairiojo) pomedzio aukstj. Tokio medzio T}, schema ir AVL medzio pavyzdys
yra pateikti 2.22 paveiksle. Pazymékime N labiausiai iSbalansuoto AVL
medzio virsuniy skaiciy. IS pateiktosios medzio schemos gauname lygti

Np=Np1+Np2+1.

Tokios lygties sprendinys bus vienintelis, kai papildomai suformuluosime dvi
pradines salygas. Jas gauname i§ AVL medzio apibrézimo:

No=0, N, =1.

Gavome tiesine nehomogenine antrosios eilés skirtumy lygti. Ji spren-
dziama panasiai kaip ir tiesinés diferencialinés lygtys su pastoviais koefici-
entais. Pazymékime nauja funkcija M = Nj + 1, ji yra tokio uzdavinio
sprendinys:

My =Mp_1+ Mp_o, h>1,

My=1, M;=2.
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2.22 pav. Maksimaliai iSbalansuotas AVL paieskos medis: a) bendroji medzio T},

schema, b) AVL medzio pavyzdys, kai kairiojo pomedzio aukstis visada didesnis uz
desiniojo pomedzio aukstj.

Ieskosime atskirojo lygties sprendinio Mj, = ¢", kurj jrase j skirtumy lygtj
gauname charakteringaja lygti
¢ —q—1=0,

kuri turi du sprendinius

Tada bendrasis skirtumy lygties sprendinys yra
My = c1q7 + cagh .
Panaudoje pradines salygas randame tiksly AVL medzio virsuniy skaiciy

3545, 3V5+3 ,
= q J—

Ny, 5 1 5 gy — 1.

Kadangi ¢; > 1, o |g2| < 0.619, tai dideliems h yra teisinga tokia lygybé

3WV5+5 ,
%Téh—

Nh 1’

todél AVL medzio aukscio priklausomybe nuo virsuniy skaiciaus jvertiname

nelygybe
< log(N +1)

hy(N) < oga 1.44041og N .
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Taigi net ir labiausiai nesubalansuoto AVL paieskos medzio aukstis tik 1.44
karto didesnis uz pilnai subalansuoto medzio aukstj. Todél duomeny paieska
AVL medyje yra labai efektyvi.

Ankstesniame skirsnyje jrodéme, kad vidutinis paieskos algoritmo sudé-
tingumas dvejetainiame paieskos medyje yra 1.386log N. Paieskos algoritmo
AVL medyje vidutinio sudétingumo teorinis jvertis néra Zinomas, taciau
iSsamis skaic¢iavimo eksperimentai rodo, kad jis yra log N + 0.25, taigi labai
artimas paieskos sudétingumui pilnai subalansuotame medyje.

2.4.2. Piramidé

Siame poskyryje susipazinsime su dar vienu dvejetainiy medziy variantu
— piramide (angl. heap data structure). Jai budingos Sios dvi pagrindinés
savybés:

e Piramidé yra pilnas, subalansuotas medis: pirmiausia uzpildoma me-
dzio Saknis, po to pirmojo lygmens virsiinés, antrojo lygmens virsunés
ir t.t. Kiekvieng lygmenj uzpildome is kairés j desine.

o Medis yra sutvarkytas taip, kad kiekvienos virsuneés vaikai yra nedi-
desni uz pacia virsune.

IS antrosios savybés nesunkiai seka iSvada, kad piramidés Sakninéje vir-
sunéje yra saugomas didZiausias aibés elementas.

Piramidés pavyzdys pavaizduotas 2.23a brézinyje.

Piramidés atvaizdavimas. Kadangi piramidé yra pilnas dvejetainis me-
dis, tai jos virsunes labai patogu saugoti masyve. Tada i-tosios virsunés
a; vaikal yra ag;, ao;+1 masyvo elementai. Lengvai randame kiekvienos
piramidés virSunés a; tévine virSune: ji saugoma j = [i/2|-ajame masyvo
elemente a;. 2.23b brézinyje pavaizduota piramidé-masyvas.

Piramidés formavimas. Tarkime turime seka duomeny e, e, ..., ey iS
kuriy reikia sudaryti piramidés struktura. Siuos elementus paeiliui talpi-
name j A masyva. Tada visos dvejetainio medzio virsunés — lapai jau yra
sutvarkyti. Piramidés lapy indeksai kinta nuo (% + 1) iki N. Tada paeiliui
imame virSunes %,...,1 ir rekursyviai tikriname piramidés sutvarkymo
salyga. Jei ji yra pazeista, tai sukeiCiame vietomis tévine virsune su di-
dziausiu jos vaiku.
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2.23 pav. Piramideés pavyzdys: a) dvejetainis medis, b) masyvas.

Piramidés formavimo algoritmas

MakeHeap ()
begin
(1) for (i=1;i < N;it++ ) a; =ey;

(2) i=7%;
(3) for (i=j;i>0;i=1i1)

(4) HeapDownOrder (i, N );
end

Pateiksime piramidés elementy sutvarkymo algoritmo pavyzdj.
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HeapDownOrder ( p, N )
begin

(1) i=p; j=i+j;

(1) i ((+1)<N)
(5) if (ajp1>a; )k =j+1;
6) if (a;<ap){
(1) swap (a;, ay):
(8) i=k; j=i+i;
} else j=N+1;
}

end

Kadangi piramidé yra pilnas dvejetainis medis, tai jos aukstis yra nedi-
desnis uz log NV, todél kiekvienos elementy tvarkymo operacijos metu jvyk-
dome nedaugiau kaip 2log N elementy lyginimo veiksmy ir log N elementy
sukeitimy. Taigi piramidés formavimo algoritmo sudétingumas yra

1
L(N)=NlogN, S(N)=3NlogN.
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2.8 pavyzdys. Skaiciy masyvo pertvarkymas j piramide. IS
skai¢iy masyvo A = (10, 37, 18, 13, 22, 14, 25, 10, 12, 28) suformuo-
sime piramide. Formavimo eiga pavaizduota 2.24 brézinyje.

10|37|18|13|22114125] 8 |12]|28

10|37|18|13|22114125] 8 |12]|28

10|37|18|13|28|14|25] 8 |12]|22

10|37118|13|28|14|25| 8 |12]|22

10|37|25|13|28114118]| 8 |12]|22

10|37|25|13|28114118] 8 |12]|22

37]128|25|13|22|14|18| 8 |12]10

2.24 pav. Skai¢iy masyvo pertvarkymas j piramidés strukturg. Riebiu Sriftu pavaiz-
duoti jau sutvarkyti elementai, pilka spalva pazyméti tie elementai, kurie buvo
sukeisti vietomis, vykdant eilinj piramidés formavimo zingsnj.



